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ABSTRAK
Nanang Mualim, 2009. MODEL SIR DENGAN IMIGRAN DAN VAK-
SINASI. Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Sebelas
Maret.
Model SIR merupakan model matematika yang dapat digunakan untuk
menggambarkan penyebaran penyakit infeksi. Ada dua model SIR klasik, yaitu
model SIR epidemik dan endemik. Kedua model SIR klasik digunakan untuk
menggambarkan penyebaran penyakit pada suatu wilayah dengan populasi ter-
tutup sehingga faktor imigran diabaikan. Namun, pada kota-kota besar, imigran
turut memberikan pengaruh dalam penyebaran penyakit infeksi. Penyebaran
penyakit ini dapat diegah melalui program vaksinasi.
Tujuan dari penulisan ini adalah menurunkan ulang model SIR dengan pe-
ngaruh imigran dan vaksinasi, serta menentukan titik kesetimbangan dan analisis
kestabilan (interpretasi model). Metode yang digunakan pada penulisan skripsi
ini adalah studi literatur.
Model SIR merupakan sistem autonomous, berbentuk sistem persamaan
diferensial nonlinear orde satu. Untuk mengamati perilaku sistem diperlukan kon-
sep kestabilan di titik kesetimbangan. Dengan metode linearisasi, kestabilan sis-
tem dapat ditentukan berdasarkan kriteria nilai eigen dari matriks Jaobian. Ada
dua maam titik kesetimbangan pada model SIR dengan imigran dan vaksinasi,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. Titik kesetimbangan be-
bas penyakit diperoleh jika tidak terdapat individu yang terinfeksi ketika laju
perubahannya nol. Sedangkan titik kesetimbangan endemik diperoleh jika terda-
pat individu yang terinfeksi dalam populasi saat laju perubahannya nol. Pada
ontoh kasus, titik kesetimbangan yang diperoleh adalah titik kesetimbangan en-
demik. Keparahan dari penyakit diukur berdasarkan punak endemik, yaitu jum-
lah maksimal individu yang terinfeksi. Eksperimen numerik menunjukkan bahwa
punak endemik dapat diturunkan dengan menurunkan laju kontak, menaikkan
laju kesembuhan, serta menaikkan laju vaksinasi.
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ABSTRACT
Nanang Mualim, 2009. SIR WITH IMMIGRANT MODEL AND VACCI-
NATION. Faulty of Mathematis and Natural Sienes, Sebelas Maret Univer-
sity.
The spreading of infetious diseases an be explained by mathematial mo-
dels. The models used are SIR models. There are 2 SIR lassi models, epidemi
and endemi SIR model. These models are used to desribe the infetious diseases
in a losed area. So, the immigrant fator is ignored. In fat, the immigrant is a
signiant fator in spreading of diseases. A vaination is a treatment believed
to redue the infeted individuals.
Here, we re-derive SIR with immigrant models. We also nd equilibrium
points, analyze the equilibrium points and interprete the model. The method
used in this researh is literature study.
The SIR models are autonomous system and are given as system of dier-
ential equations. A behaviour outbreaks of infetious diseases an be observed
by stability in the equilibrium point. Stability analysis is given as eigenvalues
from Jaobian matrix omputed by linearitation method. There are 2 equilibri-
um points in the model, a disease-free equilibrium and an endemi equilibrium.
The disease-free equilibrium is obtained if there is no individual infeted whereas
the endemi equilibrium obtained if there are still individuals infeted. In this
example, the equilibrium obtained is an endemi equilibrium and asymptotially
stable. The level of seriousness endemi is measured by an endemi peak. The
endemi peak is a situation whih the number of individual infeted reahes the
maximum. The numerial experiments show that to derease the endemi peak
that an be obtained by dereasing a ontat rate, inreasing a reovery rate and
inreasing a vaination rate.
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1.1 Latar Belakang Masalah
Matematika dapat diterapkan untuk mempelajari fenomena yang terjadi
dalam kehidupan sehari-hari. Dalam bidang biologi maupun kedokteran, mate-
matika dapat digunakan untuk mengamati perilaku penyebaran suatu penyakit
infeksi. Menurut Lewis [14℄ perilaku tersebut dapat digambarkan melalui pemo-
delan matematika.
Sebagaimana dituliskan Hethote [11℄, model matematikamempunyai peran-
an penting dalam menganalisis penyebaran dan kontrol penyakit infeksi. Dalam
memformulasikan model, diperlukan proses klarikasi asumsi, batasan dan para-
meter yang berpengaruh. Bersama dengan model, simulasi komputer merupakan
alat eksperimen yang berguna untuk mengembangkan dan menguji seara teori,
menaksir seara kuantitatif, menjawab pertanyaan spesik, menentukan sensi-
tivitas perubahan nilai parameter, dan mengestimasi parameter kuni dari data.
Dengan mengetahui karakteristik penyebaran penyakit infeksi dalam suatu ko-
munitas, wilayah atau pun negara, dapat dilakukan pendekatan yang lebih baik
dalam menurunkan penyebaran penyakit infeksi tersebut. Model matematika
digunakan untuk membandingkan, merenanakan, mengimplementasi, mengeva-
luasi dan mengoptimasi beberapa variasi deteksi, penegahan, terapi dan kon-
trol program. Model epidemiologi memberikan kontribusi dalam mendesain dan
menganalisis survei epidemiologi, memberikan saran tentang data penting yang
sebaiknya dikumpulkan, dikelompokkan, dibuat ramalan umum dan dilakukan
estimasi ketidakpastian dalam penerapan.
Fenomena penyebaran penyakit infeksi dapat digambarkan melalui model
Sueptible Infeted Reovered (SIR). Sesuai dengan namanya, dalam model ini
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populasi dikelompokkan ke dalam 3 kelas, suseptible, infeted dan reovered.
Model SIR merupakan model pengelompokan standar yang digunakan dalam
menggambarkan beberapa penyakit. Penyakit yang dimaksud antara lain in-
uenza, polio, smallpox, measles, mumps, rubella dan hiken pox. Model SIR
pertama kali diperkenalkan oleh O. Kermak dan Anderson Gray MKendrik
(Weisstein [20℄). Model matematika ini berbentuk sistem persamaan diferensial
orde satu.
Menurut Hethote [11℄, ada dua model SIR klasik, yaitu model SIR epi-
demik dan model SIR endemik. Model SIR epidemik digunakan untuk menggam-
barkan penyebaran penyakit ketika proses kejadiannya epat (kurang dari satu
tahun). Sedangkan model SIR endemik digunakan pada penyebaran penyakit
dalam jangka waktu yang lama.
Model SIR epidemik tidak memuat vital dynami. Dalam hal ini, popu-
lasi bersifat tertutup. Dilihat dari jangka waktunya yang sangat singkat, pada
model SIR epidemik, faktor kelahiran dan kematian tidak diperhatikan. Dengan
demikian, jumlah populasi adalah konstan.
Tidak semua penyakit infeksi menyebar dalam waktu yang singkat. Ada
penyakit-penyakit tertentu seperti measles, mumps, rubella, dan poliomyelitis,
penyebarannya terjadi dalam jangka waktu yang lama. Keadaan yang demikian
disebut endemik. Karena terjadi dalam jangka waktu lama, perlu diperhatikan
faktor kelahiran dan kematian dalam populasi. Model yang digunakan untuk
menggambarkan keadaan ini adalah model SIR endemik. Diasumsikan laju ke-
lahiran seimbang dengan laju kematian, sehingga jumlah populasi konstan.
Keefektifan dari perbaikan sanitasi, antibiotik, dan program vaksinasi menim-
bulkan keperayaan bahwa penyakit infeksi dapat dikurangi keberadaannya. Teta-
pi, penyakit infeksi telah berlanjut menjadi kasus mayor dan penyebab kema-
tian di negara-negara berkembang. Bahkan, penyakit infeksi telah beradap-
tasi dan berkembang menjadi penyakit infeksi yang baru. Manusia ataupun in-
vansi binatang pada ekosistem baru, pemanasan global, degradasi lingkungan,
meningkatnya perjalanan internasional, dan perubahan pola ekonomi seara kon-
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tinu akan memberikan kesempatan munulnya penyakit infeksi dan penyakit baru
(Hethote [11℄).
Piollo dan Billings [13℄ menyatakan bahwa penyakit pada anak-anak meru-
pakan permasalahan yang dihadapi setiap negara. Penyakit seperti measles,
mumps, rubella dan pertussis sekarang ini melanda di sebagian besar dunia.
Penyakit-penyakit infeksi ini masih menjadi endemik.
Masih menurut Piollo dan Billings [13℄, di kota-kota besar, faktor imigran
turut memberikan pengaruh dalam penyebaran penyakit. Dalam hal ini, imi-
gran diartikan sebagai suatu penduduk yang memasuki wilayah populasi baru
(kota, pulau, atau negara). Penyakit ini dibawa oleh penduduk melalui imigrasi.
Penyakit akan menyebar ke tempat-tempat pemukiman penduduk. Selanjutnya,
Shim [19℄ juga menyatakan bahwa faktor imigran memegang peranan penting
dalam penyebaran penyakit. Penyebaran ini akan terus meningkat dan berpelu-
ang menjadi endemik.
Perkembangan dalam bidang teknologi dan kedokteran membawa harapan
baru untuk menegah penyebaran penyakit infeksi. Berdasarkan data WHO [21℄,
penyebaran penyakit-penyakit seperti measles, mumps, rubella, dan poliomyelitis
dapat ditekan melalui program vaksinasi. Vaksinasi diberikan kepada individu
suseptible sehingga individu yang telah divaksin akan kebal dan tidak akan ter-
infeksi. Program vaksinasi diperaya sebagai ara yang efektif dalam menekan
penyebaran penyakit infeksi.
Model SIR klasik endemik sesuai diterapkan pada suatu wilayah dengan laju
migrasi keil sehingga faktor imigran tidak diperhatikan. Dalam hal ini, dinamika
populasi penduduk hanya dipengaruhi seara signikan oleh faktor kelahiran dan
kematian. Model SIR tanpa pengaruh imigran telah dipelajari oleh Nugroho
[16℄. Pada suatu wilayah dengan laju migrasi yang tinggi, faktor imigran juga
memberikan pengaruh terhadap penyebaran penyakit infeksi, terutama apabila
penyakit tersebut dibawa dari luar wilayah. Pengaruh imigran pada model SIR
sedang dipelajari oleh Budiantoro [3℄. Melihat pentingnya program vaksinasi dan
pengaruh imigran pada penyebaran penyakit infeksi, perlu dikembangkan model
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SIR yang memperhatikan faktor imigran dan program vaksinasi.
Model SIR klasik berbentuk sistem persamaan diferensial. Untuk menge-
tahui perilaku sistem di setiap titik, diperlukan penyelesaian eksaknya. Menurut
Grassly dan Fraser [8℄, tidak semua sistem persamaan diferensial dapat diari
penyelesaiannya eksaknya. Seandainya penyelesaian eksaknya diperoleh, perhi-
tungannya juga sulit sehingga perilakunya juga sulit diamati.
Masih menurut Grassly dan Fraser [8℄, menjadi penting untuk dapat menge-
tahui tentang perlakuan dari penyelesaian sistem tanpa harus menari penyelesai-
an eksaknya. Informasi penting yang diari adalah kestabilan dari titik kesetim-
bangan. Dengan demikian, diperlukan kestabilan dari titik kesetimbangan dari
sistem untuk dapat mengamati perilaku sistem.
Model SIR dengan memperhatikan faktor kelahiran, kematian, imigran dan
pengaruh program vaksinasi telah dituliskan Piollo dan Billings [13℄. Lebih
lanjut, model tersebut akan dikaji ulang dalam skripsi ini.
1.2 Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah yang telah diuraikan dapat diangkat
3 perumusan masalah sebagai berikut.
1. Bagaimana menurunkan ulang model SIR dengan memperhatikan faktor
kelahiran, kematian, imigran dan pengaruh program vaksinasi?
2. Bagaimana menentukan titik kesetimbangan dan melakukan analisis tipe
kestabilan?
3. Bagaimana menginterpretasikan model?
1.3 Batasan Masalah
Dalam penulisan ini permasalahan dibatasi pada masa inkubasi inkubasi
penyakit. Dalam hal ini, masa inkubasi diabaikan sehingga individu yang terin-
feksi langsung dapat menularkan ke individu yang rawan tertular.
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1.4 Tujuan
Tujuan dari penelitian ini adalah
1. dapat menurunkan ulang model SIR dengan memperhatikan faktor kelahir-
an, kematian, imigrasi dan pengaruh program vaksinasi,
2. dapat menentukan titik kesetimbangan dan melakukan analisis tipe kesta-
bilan,
3. dapat menginterpretasikan model.
1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini adalah mengetahui seara matematis pengaruh
dari program vaksinasi terhadap penyebaran penyakit infeksi, di mana kejadian-
nya pada suatu wilayah dengan faktor imigran yang signikan. Dengan model
yang diperoleh, dapat dilakukan suatu pendekatan pada parameter-parameter
yang berpengaruh untuk menurunkan punak endemik. Dengan demikian, dapat






Di sini diberikan denisi-denisi dan teori-teori relevan yang diperlukan
untuk menapai tujuan penulisan. Berikut ini diberikan denisi pemodelan mate-
matika, sistem autonomous dan bidang fase, model SIR klasik, kesetimbangan
dan kestabilan, dan metode linearisasi.
2.1.1 Pemodelan Matematika
Menurut Meyer [15℄, pemodelan matematika adalah penggunaan bahasa
matematika yang digunakan untuk mendeskripsikan kejadian di dunia nyata ke
dalam bentuk matematika. Dengan pemodelan, suatu objek atau konsep diubah
ke bentuk model matematika. Selanjutnya, model matematika tersebut meru-
pakan model yang disusun oleh konsep-konsep matematika, seperti konstanta,
variabel, fungsi, persamaan, pertidaksamaan, dan lain-lain.
2.1.2 Sistem Autonomous dan Bidang Fase
Model matematika disusun untuk mendeskripsikan keadaan nyata ke ben-
tuk matematika. Untuk menggambarkan keadaan yang berubah tiap satuan wak-
tu, model dapat disusun dalam bentuk persamaan diferensial. Jika keadaan yang
diamati lebih dari satu, model disusun sebagai sistem persamaan diferensial.
















































adalah fungsi nonlinear, untuk i = 1; 2; : : : ; n. Sistem (2.1) mempunyai
penyelesaian jika untuk setiap f
i
adalah fungsi kontinu. Sistem (2.1) disebut
sistem autonomous jika variabel bebas t tidak munul seara eksplisit (Boye [2℄,
Giordano et al. [5℄ dan Ross [18℄)
Selanjutnya, sistem (2.1) dapat diekspresikan dalam bentuk
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disebut bidang fase. Kurva yang digambarkan oleh penyelesaian sistem (2.2)
seara parameter dalam bidang fase disebut trayektori atau orbit.
2.1.3 Model SIR Klasik
Untuk menggambarkan epidemi penyakit infeksi dapat digunakan mo-
del SIR. Model ini berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinear orde satu.
Dalammodel ini, populasi dibagi dalam 3 kelas, yaitu kelas suseptible yang meru-
pakan kelompok individu rawan terinfeksi atau rawan terkena penyakit, kelas
infeted yang merupakan kelompok individu terinfeksi dan kelas reovered yang
merupakan kelompok individu telah sembuh dari penyakit. Sedangkan S; I; R
menyatakan jumlah individu masing-masing kelas suseptible, infeted dan reov-
ered (Hethote [11℄ dan Iannelli [12℄).
Masih menurut Hethote [11℄, ada dua model klasik SIR, yaitu model
epidemik dan model endemik. Seara matematika, model SIR merupakan sistem
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dengan  adalah laju kontak individu suseptible dengan infeted dan  adalah
laju kesembuhan individu infeted. Karena kejadiannya singkat, faktor kelahir-
an dan kematian tidak diperhatikan. Model ini digunakan pada populasi yang
tertutup dengan tidak ada populasi yang masuk dan keluar. Dengan demikian
jumlah penduduk adalah konstan sebanyak N dan memenuhi sifat S+I+R = N .
Tidak semua penyebaran penyakit terjadi dalam kurun waktu yang singkat.
Ada penyakit-penyakit tertentu, misalnya penyakit pada anak-anak, yang kejadi-
annya berlangsung dalam jangka waktu yang lama. Keadaan yang demikian ini
disebut endemik. Karena jangka waktunya lama, perlu diperhatikan faktor ke-
lahiran dan kematian pada populasi. Dimisalkan,  adalah laju kelahiran dalam
populasi. Diasumsikan laju kelahiran seimbang dengan laju kematian, sehingga












  I   I
dR
dt
= I   R:
2.1.4 Kesetimbangan dan Kestabilan
Untuk mengamati perilaku sistem, diperlukan konsep kesetimbangan dan
kestabilan. Menurut Meyer [15℄, suatu sistem dinamis dikatakan dalam keadaan
setimbang jika keadaan dalam sistem tersebut tidak ada perubahan sepanjang
waktu. Dengan kata lain, suatu populasi dalam keadaan setimbang jika populasi
tersebut tetap berada dalam ukuran yang sama.
Denisi kesetimbangan dan kestabilan seara matematika dapat ditemukan
dalam Bellomo dan Preziosi [1℄. Denisi tersebut disajikan pada Denisi 2.1.1,
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Denisi 2.1.2 dan Denisi 2.1.3.
Denisi 2.1.1. Jika x
e








= 0 maka x
e
dikatakan titik kesetimbangan.
Denisi 2.1.2. Titik kesetimbangan x
e
dikatakan stabil jika untuk setiap " > 0







k < "; 8t  0:
Jika tidak demikian maka tidak stabil.
Denisi 2.1.3. Titik kesetimbangan x
e
disebut stabil asimtotis jika titik tersebut
stabil dan terdapat persekitaran N
e








Di sini diberikan juga konsep kestabilan sebagaimana dituliskan Finizio dan
Ladas [7℄. Stabil berarti bahwa perubahan keil dalam sistem hanya akan menye-
babkan pengaruh keil pada penyelesaian. Sedangkan tidak stabil berarti bahwa
perubahan tersebut mempunyai pengaruh besar dalam penyelesaian. Stabil asim-
totis artinya pengaruh dari suatu perubahan keil tersebut enderung menghilang.
Lebih lanjut, kriteria kestabilan juga dapat diamati berdasarkan arah trayek-
tori pada bidang fase, sebagaimana dituliskan Giordano et al. [5℄. Titik kese-
timbangan dikatakan stabil jika untuk sembarang syarat awal yang dekat dengan
titik kesetimbangan, maka arah trayektori penyelesaian masih tetap dekat dengan
penyelesaian di titik kesetimbangannya untuk sepanjang waktu t. Sebaliknya,
titik kesetimbangan dikatakan tidak stabil jika untuk sembarang syarat awal yang
diberikan, menghasilkan penyelesaian dengan arah trayektori yang menjauh dari
titik tersebut. Titik kesetimbangan dikatakan stabil asimtotis jika titik tersebut
stabil dan sembarang trayektori yang dekat dengan titik kesetimbangan, arahnya
menuju titik kesetimbangan tersebut, untuk t menuju tak hingga.
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2.1.5 Metode Linearisasi
Untuk mengetahui kriteria kestabilan dari titik kesetimbangan dapat digu-
nakan konsep linearisasi. Menurut Bellomo dan Presziosi [1℄ serta Haberman [9℄,
jika x
e
adalah titik kesetimbangan sistem (2.2) maka untuk x yang dekat dengan
x
e















Dari denisi kestabilan dan (x x
e
) merupakan perubahan yang keil dari keadaan
setimbang, suku-suku dengan orde yang lebih tinggi dapat diabaikan. Sehingga










































































































adalah matriks Jaobian dari fungsi f. Masih menurut Bellomo dan Presziosi [1℄
serta Haberman [9℄, kestabilan dari sistem linear dapat ditentukan dengan men-
ari nilai eigen dari J(x
e
).
Nilai eigen matriks Jaobian (2.4) dapat bernilai positif, negatif, bertan-
da sama atau pun tidak sama, bilangan real atau pun kompleks. Berikut ini
diberikan kriteria kestabilan menurut Bellomo dan Presziosi [1℄, Farlow [6℄ dan
Ross [18℄ yang disajikan pada Teorema 2.1.1 dan Tabel 2.1.
Teorema 2.1.1. Jika 
i
adalah nilai eigen dari matriks Jaobian J(x) yang




) adalah real dari 
i
maka
1. untuk setiap Re(
i
) < 0; x
e
disebut stabil asimtotis,
2. untuk setiap Re(
i
) > 0; x
e
disebut tidak stabil asimtotis.
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Tabel 2.1. Kriteria kestabilan berdasarkan nilai eigen
Nilai eigen Nama Kestabilan
real, tidak sama, simpul stabil asimtotis: semuanya negatif
bertanda sama tidak stabil: semuanya positif
real, tidak sama, sadel tidak stabil
berlawanan tanda
real, sama simpul stabil asimtotis: semuanya negatif
tidak stabil: jika semuanya positif
kompleks konjugate spiral stabil asimtotis: bagian real negatif
bukan imajiner murni tidak stabil: bagian real positif
imajiner murni pusat stabil (tidak asimtotis)
Di sini diberikan 6 gambar trayektori tipe kestabilan dari titik kesetimbang-
an yang dapat dilihat pada Gambar 2.1.
2.2 Kerangka Pemikiran
Berdasarkan tinjauan pustaka dapat disusun kerangka pemikiran sebagai
berikut. Penyakit infeksi merupakan penyakit yang dihadapi oleh sebagian besar
negara di dunia ini. Penyakit ini dapat menjadi endemik dalam populasi yang
berpotensi untuk efek penyebaran yang lebih luas, seperti kota-kota padat. Salah
satu faktor yang berpengaruh dalam penyebaran penyakit infeksi ini adalah imi-
grasi. Dengan adanya imigran, penyebarannya dapat menjadi semakin luas dan
berpotensi menjadi endemik. Penyebaran penyakit infeksi dapat diegah melalui
program vaksinasi. Vaksinasi merupakan ara efektif untuk menekan penyebaran
penyakit infeksi. Untuk mendeskripsikan penyebaran penyakit infeksi ini, diper-
lukan pendekatan suatu model.
Model matematika yang dapat digunakan dalam penyebaran penyakit in-
feksi adalah model SIR. Model ini berupa sistem persamaan diferensial nonlinear
orde satu. Untuk memperoleh model tersebut diperlukan batasan-batasan dan
asumsi-asumsi yang ditentukan terlebih dahulu. Model SIR ini juga merupakan
11
Gambar 2.1. Tipe kestabilan dari titik kesetimbangan
sistem autonomous. Untuk mengetahui perilaku sistem diperlukan konsep ke-
setimbangan dan kestabilan. Namun, tidak mudah menentukan kestabilan dari
titik kesetimbangan sistem persamaan diferensial nonlinear. Sehingga diperlukan
metode linearisasi untuk pendekatan dengan sistem persamaan diferensial linear
yang sesuai. Tipe kestabilan dapat diamati dengan menghitung nilai eigen dari
matriks Jaobian yang dievaluasi pada titik kesetimbangan. Selanjutnya, mo-





Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur. Adapun
langkah-langkah yang ditempuh sebagai berikut.
1. Mempelajari perilaku interaksi dan kejadian dalam populasi.
2. Menentukan batasan, asumsi dan parameter yang diperlukan.
3. Memformulasikan ulang model SIR berupa sistem persamaan diferensial
nonlinear orde satu berdasarkan asusmsi, batasan, dan parameter yang
telah ditentukan.
Langkah (1){(3) dilakukan untuk menapai tujuan pertama.
4. Menentukan titik kesetimbangan dari model yang diperoleh dalam langkah
(3) dengan menggunakan Denisi 2.1.1.
5. Menentukan kriteria kestabilan dari titik kesetimbangan menggunakan Teo-
rema 2.1.1 dan Tabel 2.1.
Langkah (4){(5) dilakukan untuk menapai tujuan kedua.
6. Menentukan nilai-nilai parameter pada kasus yang diamati.
7. Menggambarkan grak fungsi S; I dan R untuk membantu mendeskripsikan
perilaku model SIR.
8. Melakukan simulasi numerik dengan parameter yang bervariasi untuk menen-
tukan punak endemik.
9. Membandingkan hasil-hasil yang diperoleh pada langkah (8).
10. Menginterpretasikan hasil yang diperoleh.





Pada bagian ini diturunkan ulang model SIR dengan imigran dan vaksinasi.
Penurunannya mengau pada Piollo dan Billings [13℄. Model ditulis dalam ben-
tuk sistem persamaan diferensial nonlinear orde satu.
Sebagaimana dituliskan Hethote [11℄ dan Iannelli [12℄, dalam model epi-
demiologi, untuk menggambarkan penyebaran penyakit infeksi dapat dilakukan
dengan ara mengelompokan populasi ke dalam tiga kelas, yaitu suseptible,
infeted, dan reovered. Jadi, ada tiga variabel dasar untuk mengidentikasi
keadaan populasi dalam model epidemiologi, yaitu S(t) menyatakan banyaknya
individu suseptible pada waktu t, I(t) menyatakan banyaknya individu infeted
pada waktu t, dan R(t) menyatakan banyaknya individu reovered pada waktu t.
Dalam penurunan model, termasuk model epidemiologi, diperlukan asumsi-
asumsi yang harus dipenuhi. Berikut ini diberikan asumsi-asumsi dasar dalam
penurunan model epidemiologi, sebagaimana dituliskan oleh Hethote [10℄.
1. Jumlah populasi dianggap konstan dan ukup besar. Sehingga ukuran tiap-
tiap kelas dapat dianggap sebagai variabel kontinu. Jika model memuat
vital dynami, maka diasumsikan kelahiran dan kematian mempunyai laju
yang sama.
2. Semua individu yang lahir adalah suseptible. Individu yang keluar dari
tiap-tiap kelas melalui kematian mempunyai laju yang proporsional di se-
tiap kelasnya.
3. Populasi berampur seara homogen, artinya setiap individu mempunyai
kemungkinan yang sama melakukan kontak dengan individu lain dalam
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populasi.
Berdasarkan Hethote [11℄, laju kematian dalam tiap-tiap kelas seimbang
dengan kelahiran dan imigrasi sehingga jumlah populasinya konstan, N . Dengan





Dinamika populasi dalam model SIR dengan imigran dan vaksinasi di-




;  dan  adalah positif.








































Gambar 4.1. Dinamika populasi dalam model SIR dengan imigran dan
vaksinasi
Berdasarkan asumsi yang telah ditentukan, dapat diturunkan model SIR
dengan pengaruh faktor imigran dan vaksinasi. Dalam populasi, setiap tahunnya





yang lahir dan imigran yang masuk, dianggap rawan terinfeksi. Oleh karena itu,
jumlah individu suseptible semakin bertambah. Untuk menegah penyebaran
penyakit yang lebih luas, dilakukan program vaksinasi terhadap setiap individu





gan demikian, jumlah individu suseptible berkurang dan berpindah ke kelas re-
overed karena telah kebal. Penularan penyakit infeksi munul jika terjadi kontak
antara individu infeted dengan suseptible. Individu yang terinfeksi berpindah
kelas infeted, sehingga jumlah individu suseptible berkurang, sedangkan jum-
lah individu infeted bertambah. Laju kontak antara individu suseptible dengan
infeted adalah sebesar . Artinya, satu individu infeted dapat menyebabkan
S individu infeted baru per hari. Jika terdapat I individu infeted, maka rata-
rata terdapat SI individu infeted per hari. Jumlah individu suseptible juga
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). Jika terdapat S indi-




)S yang mati. Laju perubahan








































Berdasarkan Gambar 4.1, pada kelas I terdapat individu yang masuk maupun
keluar kelas. Individu yang masuk pada kelas infeted berasal dari individu ke-
las suseptible yang telah terinfeksi. Sedangkan individu yang keluar dari kelas
infeted adalah individu yang telah sembuh ataupun individu yang telah mati.
Berdasarkan persamaan (4.1), rata-rata banyaknya individu yang masuk ke ke-
las infeted adalah SI. Laju kesembuhan adalah , artinya rata-rata per hari
terdapat N individu yang sembuh (keluar dari kelas infeted) dan masuk pada




). Jadi, laju perubahan individu




















Berdasarkan pembahasan pada kelas suseptible dan infeted, terdapat in-









)N dari kelas suseptible dan I dari kelas infet-





















Dari persamaan (4.1), (4.2) dan (4.3) diperoleh sistem persamaan nonlinear
orde satu untuk menggambarkan model SIR dengan mempertimbangkan faktor














































dengan S(0) > 0; I(0) > 0 dan R(0)  0.
Sistem (4.4) dapat diskala dengan populasi N . Dari sini munul variabel
baru s = S=N , i = I=N dan r = R=N , yang menyatakan proporsi individu









































Keadaan setimbang dari suatu populasi pada model SIR diapai ketika tidak
ada perubahan jumlah individu suseptible, infeted dan reovered sepanjang wak-
tu. Menurut Diekmann dan Hesterbeek [4℄ ada dua maam titik kesetimbangan,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. Titik kesetimbangan
bebas penyakit diperoleh ketika tidak ada individu infeted (i = 0) saat laju
perubahannya nol. Sedangkan titik endemik diperoleh ketika terdapat individu
infeted saat laju perubahnnya nol, untuk t!1.
Kelompok individu yang penting untuk diamati pada model SIR adalah
individu suseptible dan infeted. Dengan demikian, dalam menentukan titik ke-
setimbangan hanya digunakan persamaan pertama dan kedua pada sistem (4.5).













)s = 0 (4.6)


























adalah titik kesetimbangan bebas penyakit. Hal ini
bisa dilihat dari nilai i = 0, yang berarti tidak ada individu infeted yang
















































merupakan titik kesetimbangan endemik. Hal ini
bisa dilihat dari nilai i yang tidak nol. Artinya, masih terdapat individu










. Dalam keadaan ini, penyebaran penyakit
akan meluas dan menyebabkan endemik.
4.3 Rasio Reproduksi Dasar
Tingkat penyebaran infeksi saat terjadi kontak antara individu infeted
dengan individu suseptible dinyatakan dalam suatu ukuran. Dalam epidemi-





pertama kali digunakan George MaDonald (1952) untuk mengkonstruksikan
penyebaran penyakit malaria (Wikipedia [22℄).
Menurut Diekmann dan Hesterbeek [4℄, Hethote [11℄, serta Shim [19℄, R
0
didenisikan sebagai rata-rata banyaknya infeksi sekunder jika satu individu in-
feted dimasukkan ke dalam suatu kelompok yang semuanya suseptible. Nilai
R
0
digunakan untuk mengetahui apakah penyakit akan menghilang sendiri atau
menyebar dalam populasi.




































< 0, yang berarti bahwa penyakit berangsur-angsur










> 0, yang berarti penyakit akan meluas dan menjadi endemik. Sehingga










Selanjutnya, saat keadaan setimbang, jika semua individu adalah suseptible
dan tidak ada individu infeted, nilai s pada persamaan (4.7) didekati dengan titik
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kesetimbangan bebas penyakit, s
0




























Perilaku penyebaran penyakit dapat diamati berdasarkan kestabilan dari
titik-titik kesetimbangan yang telah diperoleh. Kestabilan ditentukan berdasarkan
nilai eigen dari matriks Jaobian yang diperoleh melalui metode linearisasi.






















eigen dari matriks Jaobian di titik-titik tersebut.
4.4.1 Kestabilan di Titik Kesetimbangan E
1























































Nilai eigen dari matriks Jaobian (4.10) dapat ditentukan dengan menghitung
akar karakterisik dari persamaan (4.11). Ada dua akar karakteristik (4.11), yaitu

1








). Selanjutnya, kestabilan di titik kesetim-
bangan ini ditentukan berdasarkan Teorema 2.1.1 dan Tabel 2.1.
Diperhatikan kembali denisi R
0












stabil. Sebaliknya, jika R
0
> 1 maka nilai 
2
bertanda positif sehingga titik
kesetimbangan ini tidak stabil. Jadi, titik kesetimbangan bebas penyakit akan
stabil jika R
0
< 1. Demikian juga sebaliknya, titik kesetimbangan bebas penyakit




4.4.2 Kestabilan di Titik Kesetimbangan E
2




















































































































Kondisi (4.14) memberikan konsekuensi bahwa nilai eigen dari matriks Jaobian
(4.12) adalah bilangan kompleks konjugate dengan bagian real bertanda negatif.

















nilai eigen dari matriks Jaobian (4.12) adalah berupa bilangan real. Nilai bilang-
an tersebut dapat sama atau tidak sama, dan bertanda sama atau tidak sama.
Untuk menentukan kriteria kestabilan ini dapat dilihat berdasarkan Tabel 2.1.
4.5 Penerapan Kasus
Pada bagian ini diberikan 1 kasus yang diambil dari Piollo dan Billings [13℄,
dengan parameter yang telah ditetapkan. Diberikan laju kesembuhan  = 100.
Parameter yang digunakan berdasarkan sensus data di kota New York [17℄. Total
populasi adalah N = 8 juta, dengan rata-rata banyaknya kelahiran 127 ribu per
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tahun dan rata-rata banyaknya imigran yang masuk 120 ribu per tahun, sehingga
laju kelahiran penduduk adalah 
1
= 0:015875 dan laju imigrasi awal 
2
= 0:015
per tahunnya. Rata-rata kontak adalah  = 1700. Diberikan parameter vaksinasi
dengan laju vakinasi individu lahir adalah 
1
= 0:6 dan laju vasinasi penduduk
imigran adalah 
2
= 0:5. Jumlah individu awal yang terinfeksi adalah I(0) = 50
orang. Dengan demikian, model (4.4) untuk kasus ini disajikan sebagai
dS
dt
= 110800  0:0002125SI   0:030875S
dI
dt
= 0:0002125SI   100:031I
dR
dt
= 136200 + 100I   0:030875R;
(4.15)
dengan S(0) = 7999950; I(0) = 50 and R(0) = 0.
Model SIR (4.15) yang telah diperoleh diterapkan dalam kasus tersebut
untuk mengetahui proporsi individu suseptible, infeted dan reovered. Diten-
tukan pola titik kesetimbangan pada model serta analisis kestabilan dari titik
kesetimbangan tersebut. Tingkat keparahan dari penyakit diukur berdasarkan
banyaknya individu yang terinfeksi. Punak endemik, atau jumlah maksimal
individu infeted ditentukan untuk menyatakan tingkat endemik. Penyelesaian
model pada kasus ditentukan dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde
empat, dengan bantuan program software Matlab 7.0.
Berdasarkan persamaan (4.8), rasio reproduksi dasar pada kasus ini adalah
R
0
= 16:9948. Karena nilai R
0
> 1, dalam kasus ini kemungkinan terjadi en-
demik. Artinya, dimungkinkan penyakit infeksi akan menyebar lebih luas. Untuk
menegah penyebaran infeksi ini perlu dilakukan program vaksinasi. Selanjutnya,
proporsi individu suseptible, infeted dan reovered pada ontoh kasus tersebut
disajikan pada Gambar 4.2.
Dari Gambar 4.2 tampak bahwa pada awalnya proporsi individu susepti-
ble mendekati 1. Namun, seiring berjalannya waktu jumlah individu suseptible
semakin berkurang. Hal ini terjadi karena adanya individu suseptible yang ter-
infeksi. Dengan demikian, terjadi perpindahan kelas dari S ke I.
Pada kelas I, pada awalnya proporsi individu infeted keil, bahkan mendekati
nol. Namun dengan berjalannya waktu terjadi kenaikan jumlah individu infeted,
21

































Gambar 4.2. Proporsi individu suseptible (garis tebal), infeted (garis tipis), dan
reovered (garis putus-putus)
lalu terjadi penurunan kembali. Kenaikan jumlah individu infeted berasal dari
kelas S saat terjadi infeksi. Sedangkan penurunan individu infeted terjadi kare-
na terjadi perpindahan ke kelas R. Dalam hal ini, individu infeted telah banyak
yang sembuh.
Dengan memperhatikan perilaku grak proporsi individu infeted, yang pa-
da awalnya naik kemudian turun kembali, maka penting untuk melihat seara
ermat punaknya. Punak endemik terjadi ketika proporsi individu infeted
menapai maksimal. Berdasarkan Gambar 4.2, punak endemik terjadi disekitar
i  0:7. Berikut diberikan 5 proporsi individu infeted tertinggi yang disajikan
pada Tabel 4.1. Berdasarkan Tabel 4.1 punak endemiknya yaitu i
maks
 0:7746
dan terjadi ketika t  0:7444 10
5
.
Selanjutnya pada kelas R, pada awalnya proporsi jumlah individu reovered
adalah nol, kemudian mengalami kenaikan sepanjang berjalannya waktu. Propor-
si ini berkebalikan dengan individu suseptible. Dengan demikian, pada awalnya
tidak ada individu yang sembuh dari penyakit. Kemungkinan adanya pemberi-
an obat dan program vaksinasi menyebabkan jumlah individu yang sembuh dari
22


















Titik kesetimbangan ditentukan untuk mengetahui letak di mana laju pe-
rubahan jumlah individu pada pada masing-masing kelas adalah nol. Dengan
kata lain, banyaknya individu pada masing-masing kelas adalah konstan. Pa-
da kasus ini hanya terdapat satu titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan




= 0:29049  10
 3
. Dengan demikian, pada
keadaan yang semaam ini penyakit masih tetap ada (belum musnah). Nilai











  8:78  10
 7
i. Berdasarkan Teorema 2.1.1 dapat disimpulkan
bahwa titik kesetimbangan ini stabil asimtotis. Lebih lanjut, kriteria kestabilan
di titik kesetimbangan ini digambarkan pada bidang fase suseptible   infeted
yang disajikan pada Gambar 4.3. Dari Gambar 4.3 tampak bahwa arah trayektori
berbentuk spiral yang menuju titik kesetimbangan sehingga dapat disimpulkan
bahwa titik kesetimbangan ini stabil.
Makna seara sik keadaan ini adalah pada infeksi tingkat awal, sudah
terdapat sejumlah individu sehat. Kemudian, terjadi infeksi dan mulai mengalami
kenaikan sampai proses ini lebih epat daripada banyaknya individu sehat yang
menjadi bertambah pada populasi. Pada akhirnya, hanya sedikit individu yang
dapat menginfeksi, dan penyebaran penyakit akan berhenti. Lalu, individu yang
sehat akan bertambah lagi (Piollo dan Billings [13℄).
Pada kasus ini, individu yang menarik diamati adalah individu infeted.
Hal ini didasarkan pada anggapan bahwa keparahan dari suatu penyakit diukur
23
















Gambar 4.3. Trayektori individu suseptible, infeted
berdasarkan banyaknya individu yang terinfeksi. Dengan demikian, menjadi
penting untuk dapat mengetahui titik punak endemik. Dari titik puak en-
demik, dapat diperkirakan keadaan terparah dari suatu penyebaran penyakit.
Selanjutnya, dapat dilakukan suatu antisipasi saat keadaan itu terjadi. Misal-
nya, dengan mempersiapkan perawatan yang dibutuhkan kepada individu yang
terinfeksi. Hal ini dilakukan agar penyakit tidak semakin menyebar.
Dari Gambar 4.2 terlihat bahwa pada awalnya proporsi individu infeted
keil kemudian mengalami kenaikan. Proporsi individu tertinggi, atau punak
endemik terjadi di i
maks
 0:7746 dan terjadi ketika t  0:7444  10
5
. Titik
punak endemik yang diperoleh bukan titik kesetimbangan. Titik punak en-
demik ini masih bisa berubah dengan melakukan perubahan keil pada nilai-nilai
parameter. Dari keadaan ini maka perlu dilakukan simulasi. Tujuan dari simu-
lasi di sini adalah untuk dapat mengetahui pengaruh perubahan dari paramater-
parameter tersebut terhadap punak endemik. Dengan demikian, dapat diambil
suatu strategi yang bertujuan untuk menurunkan punak endemik. Jika punak
endemik turun, maka keparahan dari penyakit yang terjadi juga berkurang.
Ada 6 parameter yang terdapat pada model SIR dengan imigran (4.4). Di
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. Simulasi  dilakukan untuk mengetahui pengaruh dari laju kontak individu
infeted dengan suseptible terhadap punak endemik. Sedangkan simulasi 




untuk mengetahui pengaruh dari program vaksinasi pada penduduk tetap
dan imigran.
Hasil eksperimen numerik untuk laju kontak individu infeted dengan sus-
eptible dengan nilai-nilai = 1700; 1600; 1500 dan 1400 disajikan pada Tabel 4.2.
Berdasarkan Tabel 4.2 tampak bahwa semakin keil nilai , punak endemik
akan semakin turun. Pada eksperimen ini, punak endemik terendah terjadi
ketika  = 1400. Dengan demikian, untuk menurunkan punak endemik dapat
dilakukan dengan menurunkan laju kontak individu infeted dengan suseptible.
Hal yang dapat dilakukan adalah dengan mengurangi atau menurunkan kontak
terhadap individu yang terinfeksi. Dengan tingkat penurunan yang sama pada
nilai , tingkat penurunan punak endemik terbesar terjadi ketika  = 1400.
Tabel 4.2. Nilai punak endemik dengan simulasi variasi nilai 











Tabel 4.3 menunjukkan eksperimen numerik terhadap nilai  untuk  =
100; 150; 200 dan 250. Dari Tabel 4.3 tampak bahwa semakin besar nilai , pun-
ak endemik akan semakin turun. Dengan demikian, untuk menurunkan punak
endemik dapat dilakukan dengan meningkatkan laju kesembuhan. Strategi yang
disarankan adalah dengan meningkatkan perawatan medis dan pemberian nutrisi
terhadap individu yang terinfeksi. Dengan tingkat penambahan yang sama pada
nilai , tingkat penurunan terbesar terjadi ketika  = 150.
Pengaruh dari program vaksinasi terhadap punak endemik dapat diamati
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Tabel 4.3. Nilai punak endemik dengan simulasi variasi nilai 











pada Tabel 4.4. Tabel 4.4 kiri menunjukkan pengaruh dari program vaksinasi
yang diberikan pada penduduk tetap. Pada kasus, mula-mula diberikan nilai

1
= 0:6. Untuk mengetahui pengaruhnya, simulasi dilakukan dengan menu-
runkan dan menaikkan nilai 
1
. Di sini diambil nilai 
1
= 0:4; 0:5; 0:6; 0:7 dan
0.8. Dari Tabel 4.4 kiri tampak bahwa semakin besar 
1
, punak endemik se-
makin menurun. Dengan demikian, agar penyakit infeksi tidak menyebar, pro-
gram vaksinasi pada penduduk tetap masih perlu diadakan. Semakin banyak
penduduk yang divaksin, semakin meningkat pula penduduk yang mempunyai
kekebalan tinggi terhadap penyakit infeksi. Sehingga penduduk yang terinfeksi
jumlahnya akan menurun. Artinya, punak endemik juga akan menurun.































Hasil simulasi numerik untuk mengetahui pengaruh program vaksinasi pa-
da penduduk imigran dapat dilihat pada Tabel 4.4 kanan. Pada kasus diberikan
nilai 
2
= 0:5. Seperti simulasi pada 
1
, di sini simulasi numerik juga dilakukan
dengan menurunkan dan menaikkan nilai 
2
. Diambil nilai 
2
= 0:3; 0:4; 0:5; 0:6
dan 0.7. Berdasarkan Tabel 4.4 kanan dapat diamati bahwa semakin tinggi la-
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ju vaksinasi terhadap penduduk imigran, punak endemik semakin turun. Jadi,
program vaksinasi pada penduduk imigran juga dapat menurunkan punak en-
demik, sebagaimana vaksinasi terhadap penduduk tetap. Dengan demikian, pro-
gram vaksinasi untuk penduduk tetap maupun imigran perlu dilakukan untuk
menurunkan punak endemik. Simulasi pada parameter 
1
menunjukkan bahwa
penurunan tingkat endemik terbesar terjadi ketika 
1
= 0:7. Demikian juga pada

2







Dari pembahasan yang telah dilakukan, dapat diambil kesimpulan sebagai
berikut.

















































 0; 0  
1
 1; 0  
2
 1;  > 0;  > 0:
2. Ada dua maam titik kesetimbangan pada model SIR dengan imigran dan































































3. Pada ontoh kasus, titik kesetimbangan yang diperoleh adalah titik kese-
timbangan endemik. Berdasarkan kriteria nilai eigen, titik kesetimbangan
tersebut stabil asimtotis. Lebih lanjut, kriteria kestabilan tersebut dapat
juga disimpulkan berdasarkan gambar trayektori dalam bidang fase.
4. Eksperimen numerik menunjukkan bahwa untuk menurunkan punak en-
demik dapat dilakukan dengan menurunkan laju kontak individu terinfeksi,
meningkatkan nilai laju kesembuhan, serta meningkatkan laju vaksinasi pa-
da penduduk tetap dan vaksinasi pada imigran.
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5.2 Saran
Dalam skripsi ini, penulis membahas model SIR yang dipengaruhi faktor
imigran dengan keadaan jumlah populasi konstan. Pada model ini tidak ter-
dapat pemisahan populasi penduduk tetap dan imigran. Bagi pembaa yang
tertarik dengan topik ini, model tersebut dapat dikembangkan dengan memba-
gi populasi menjadi dua subpopulasi, yaitu penduduk tetap dan imigran. Hal
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